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Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium, das entscheidet, ob eine 
vorgelegte Familie eine injektive Auswahlfunktion besitzt, ist zur Zeit nicht 
bekannt. Doch kennt man Kriterien fur einige Klassen von Familien. Diese 
Arbeit schildert den augenblicklichen Stand der Untersuchungen, bessere 
Kriterien zu finden. Ein gutes Hilfsmittel hierzu ist der Begriff der kritischen 
Familie, der unter anderem einen neuen Beweis des Banach’schen Abbildungs- 
satzes ermijglicht wie such eine Verallgemeinerung des Satzes von D. Kijnig 
fiber endliche bipartite Graphen auf abzahlbare bipartite Graphen. 
VORWORT 
Die Familie F = ((0, (0, l}), (1, (0, l>), (2, (0))) besitzt keine injektive 
Auswahlfunktion. 1935 gab P. Hall [9] ein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium an, das entscheidet, ob eine vorgelegte endliche Familie eine 
injektive Auswahlfunktion besizt oder nicht. Das Hall’sche Kriterium war 
der Ausgangspunkt einer Theorie, die man heute Transversalentheorie 
nennt. Der Gegenstand der Transversalentheorie sind die injektiven 
Auswahlfunktionen und ihre Wertebereiche. 
Diese Arbeit zerfallt in zwei Teile: “Ergebnisse aus der Transversalen- 
theorie I” und “Ergebnisse aus der Transversalentheorie II.” Der erste 
Teil enthalt die ersten vier Kapitel, der zweite Teil die Kapitel ftinf bis 
sieben. Im ersten Kapitel geben wir ein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium an, das entscheidet, ob eine Familie mit hiichstens K,-vielen 
unendlichen Mitgliedern eine injektive Auswahlfunktion besitzt oder 
nicht. M. Hall’s Theorem ergibt sich als Korollar. Im zweitefz Kapitel 
werden weitere Kriterien vorgestellt. Es sol1 sowohl der augenblickliche 
Stand der Untersuchungen aufgezeigt werden als such der Nachweis 
erbracht werden, daB die von dem Autor entwickelten Methoden fiir die 
* Diese Arbeit enthalt einen Teil der Habilitationsschrift des Autors. 
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Anwendung geeignet sind. Im dritten Kapitel wird sowohl ein Reprasen- 
tationssatz fur maximal reprasentierbare Subfamilien formuliert, als 
such die Existenz von maximal repdsentierbaren Subfamilien von 
Familien mit hijchstens K,-vielen unendlichen Mitgliedern nachgewiesen. 
Hieraus folgt eine Verallgemeinerung eines Satzes von D. K&rig tiber 
bipartite Graphen. Im vierten Kapitel werden einige Strukturunter- 
suchungen an kritischen Familien vorgenommen. 
In der Arbeit “Ergebnisse aus der Transversalentheorie I” sind 
wensentliche Resultate aus den Arbeiten [17, 18, 22, 233 noch einmal 
zusammengestellt worden. Einige Beweise dieser Resultate wurden verein- 
facht. Andere Resultate wurden von einem anderen Gesichtspunkt aus 
betrachtet. Der Autor hofft, daD beide Teile zusammen ein a.bgerundetes 
Bild der Transversalentheorie ergeben. 
Die Arbeiten [I 7, 181 sind in Zusammenarbeit mit Herrn K.-,P. Podewski 
entstanden. Fiir diese Zusammenarbeit und fur zahlreiche anregende 
Gesprache sei Herrn Podewski herzlich gedankt. Herrn Professor Walter 
Oberschelp (Aachen) danke ich fur sein lebhaftes Interesse an meinen 
Untersuchungen. Aus einer Reihe von Vortragen, die der Autor in Aachen 
gehalten hat, ergaben sich neue Fragen und Anregungen. Herrn H. Oellrich 
danke ich fur einige kritische Bemerkungen zu dieser Arbeit. 
TERMINOLOGIE UND NOTATION 
Der metasprachliche Rahmen der Untersuchungen ist die Zermelo- 
Fraenkel’sche Mengenlehre ZFC (einschliefilich des AuswahIaxioms). 
Die Sprache der Prgdikatenlogik wird als metasprachliche Kurzschrift 
benutzt. Die logischen Zeichen A (und), v (oder), T (Negation), 3 
(Implikation), 0 (Aquivalenz), 3 (Existenzquantor), V (Allquantor) 
werden in der iiblichen Bedeutung benutzt. Wir benotigen folgende 
Mitteilungszeichen: 
I, J, K,. . ., Mitteilungszeichen fur Indexmengen von Funktionen, 
F, G, H, . . . , Mitteilungszeichen fur Familien, 
.L g, h,..., Mitteilungszeichen fur Auswahlfunktionen, 
CD,, Y,..., Mitteilungszeichen fur Funktionen, 
% P, (J,..., Mitteilungszeichen fur Ordinalzahlen, 
I, n, m, . . . , Mitteilungszeichen fur nattirliche Zahlen. 
Die mengentheoretischen Operationen wie u (Vereinigung), n (Durch- 
schnitt), \ (Differenz) werden wie tiblich definiert. Eine E;ami& 
F = (F(i) 1 i E 1) ist eine Abbildung von der Menge I (Indexmenge) in 
582a/20/2-4 
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eine Menge von nichtleeren (!) Mengen. Die Mengen F(‘(i) (genauer 
(i, F(i))) heifien Mitglieder von F. 1st G C F, so heil3t G Subfamilie der 
Familie 1;. 1st F = (F(i) 1 i E Q eine Familie, so bezeichne niEl F(i) das 
Cartes&he Produkt von 1”. Eine injektive Auswahlfunktion bzgl. 
F = (F(i) j i E 1) ist eine injektive Funktion aus ]IIisl F(i). IA(F) sei die 
Menge aller injektiven Auswahlfunktionen (i.A.) bzgl. F. Unter Wb @ 
bzw. Db@ verstehen wir den Wertebereich bzw. den Definitionsbereich 
der Funktion @. @‘[I] bzw. @-l[Z] ist das Bild bzw. Vrbild von Z unter @. 
Eine Transversale bzgl. F ist der Wertebereich einer injektiven Auswahl- 
funktion bzgl. F. TR(F) sei die Menge der Transversalen bzgl. F. Die 
Familie F hei& kritisch, falls TR(F) i 4 und VT E TR(F), T = u Wb F. 
Kern F sei gleich der Menge lJ {G C F j G kritisch). @ r I( sei die 
Beschrankung der Funktion @ auf K. 1 A4 j steht fur die Machtigkeit der 
Menge M. N, sei die Machtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen w. 
Eine natiirliche Zahl rz E w fassen wir als die Menge (0, l,..., n - 1) 
auf. 1st @ eine Folge, Db @ = n, so ist @*x = @ u ((n, x)>. 1st eine 
Ordinalzahl 31 eine Limeszahl, so schreiben wir Lim(a). P(M) sei die 
Potenzmenge der Menge il4 und P,(M) sei die Menge der endlichen 
Teilmengen von M. 1st J _C I eine endliche Teilmenge von I, so schreiben 
wir J C I. 
1. DASKRITERIUM FURFAMILIEN MIT H~CHSTENS N,,-VIELEN UNENDLICHEN 
MITGLIEDERN 
Die wesentlichen Resultate dieses Kapitels wurden zusammen mit 
Podewski in [17] verdffentlicht. Neu ist der Beweis zu Teil (b) im Hauptsatz. 
Hierdurch ist es mijglich, unser Kriterium von abzahlbaren Familien auf 
Familien mit hijchstens Qvielen unendlichen Mitgliedern auszudehnen, 
ohne dabei den Satz von Hall zu benutzen. Hall’s Theorem ergibt sich 
als Korollar. 
1.1. Der Hauptsatz 
LEMMA 1.1.1 (Kijnig [12]). Ist G = (E, K) ein Graph, die Eckenmenge 
E = Unsw S, eine Vereingung von unendlich vielen, paarweise disjunkten, 
nichtleeren endlichen Mengen S, und ist jede Ecke e E f&l mit einer 
Ecke e’ E S, durch eine Kante k E K verbunden, so besitzt G einen unendlichen 
Weg W = tenLw mitYnEw,e,ES,. 
Hinweis. Auf Grund der Endlichkeit der Stufen S, kann man rekursiv 
einen unendlichen Weg definieren. 
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SATZ 1.1.2 (Hauptsatz). Sei F eine Fumilie und IA(F) Z 0. Dann 
gilt: 
(a) n {Wbf /fc IA(F)} = u Wb Kern F. 
(b) Ist F eine Familie mit lauter endlichen Mtgliedern, so ist 
n {Wbf j f E IA(F)} = u (u Wb G j G 2 F kritisch A I G I < x,}. 
Beweis. Die Inklusion “3’ ist offensichtlich richtig. Eeweisen wir 
daher lediglich die andere Inklusion. 
ZU (a). Sei x E n {Wbf lf~1A(F)), f E IA(F) und f(i) = x. Wir 
definieren rekursiv Mengen M, , J, . Sei A4, = {x}, J, = f-l[Mn], 
M n+, = lJWbFrJ,und J= &,Jn. 
Beh. 1. Wbfr J = u WbFP J. Wir beweisen WbfrJ:, = Al, fiir 
1 < n. Daraus folgt die Beh. 1. Die Inklusion Wb f P J, C M, ist nach 
Konstruktion richtig. Sei a E 44, = IJ Wb F P Jnel . Existiert ein Element 
j E Db F mit f(j) = a, so ist j E J, . Also ist a E Wb f i’ J, . Anderenfalls 
ist f(j) # a fur alle Jo Db F. Es existiert eine endliche FoIge (il)ls.lc 
von paarweise verschiedenen Elementen aus J mit a E F(ik), i = i,, , VI 
(1 < I < k 2 f(&) E F(i,-,)). Sei 
Dann ist h E IA(F) und x 6 Wb h. Widerspruch! 
Beh. 2. F r Jist kritisch. Sei G = F r J. Wir beweisen durch Induktion 
iiber n, Vn E w, Vg E IA(G), M, _C Wb g. Sei n = 0. Angenommen, es 
existiert ein g E IA(G) mit x 4 Wb g. Sei h = (f \f r J) u g. Dann ist nach 
Beh. 1 h E IA(F) und x $ Wb h. Widerspruch! Sei fur n die Aussage 
Vg E IA(G), M, C Wb g bereits bewiesen. Angenommen, es existiert eine 
Abbildung g E IA(G) und ein Element y E u Wb F P J, = 1M,+, mit 
y $ Wb g. Nach Beh. 1 existiert ein Zick-Zack (j&pw mit f(j,,) = y 
und f(j,,,) = g(j,> fur k E w. 
Fall 1. Es existiert ein Element k E w  mit f(j,> E M, . Sei 
d = (g\Kh , g(h)) I 0 < l -=c kH u ((A ,fW> I 0 < l < k). Dam ist 
g’ E IA(G),f(j,) E 44, undf(j,) $ Wb g’. Dies widerspricht der Induktions- 
voraussetzung. 
Fall 2. Fur alle Elemente k E w  ist f(j,) $ A4, . Wegen y E u Wb F r J, 
existiert eine Folge (js)-mSs<o von paarweise verschiedenen Elementen 
aus J mit j,, = i, f(j,+,) E F(j,) fur -m < s < 0 und f(j,) E M, fur 
-m < s < 0. Sei 
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Die Funktionen h’ = h r {j, 1 - m < s < 0) und h” = h i‘ {j, j 0 < k} 
sind injektiv. Nach Fall 2 ist Wb h’ n Wb h” = m. Also ist h E IA(F) 
und x 6 Wb h. Widerspruch! 
ZU (b). Sei F eine Familie mit lauter endlichen Mitgliedern. 0.B.d.A. 
sei DbFnlJWbF = @‘.Seix~n{Wbfl f EIA(F)),f EIA(F)undf(i)=x. 
Genau wie im Teil (a) konstruieren wir eine kritische Subfamilie Fr J 
mitxElJWbFrJ. 
Belt. J ist endlich. 
Angenommen, J ist unendlich. Sei S,, = Mn\UiCn Mi und Sanfl = 
J,\&, Ji fur n E w. Nach Annahme ist S, # @ fiir n E w. Da F nur 
endliche Mitglieder besitzt, ist such 1 S, j < X, fiir yz E w. Die Mengen 
S, sind nach Definition paarweise disjunkt. Sei E = lJnsw S, die Ecken- 
menge des zu konstuierenden Graphen. Sind e ES,, , e’ E Szn-1 und ist 
e E F(e’), so werden e und e’ durch eine Kante verbunden. Sind e E SZlz+l , 
e’ E S,, und ist e = f -l(e), so werden e und e’ durch eine Kante 
verbunden. Hierdurch sei die Kantenmenge K definiert. Nach dem 
Satz von K&rig (Lemma 1.1 .l) existiert ein unendlicher Weg (e,JnPw in 
(E, K). Es ist 
11 = (f\Xe2n+l . h) I 12 E 4) U ((e2n+l , ezn+d I n E 4 
eine i.A. bzgl. F mit x $ Wb h. Widerspruch! Also ist J endlich und damit 
ist die Behauptung bewiesen. 
KORO~LAR 1.1.3. Ist F eine kritische Famiiie mit Tauter endlichen 
Mitgliedern, so ist F = U (G j G C F kritisch A I G j < K,). 
Bemerkung. Aus obiger Konstruktion folgt: 1st F eine kritische 
Familie, ist Vi E Db F / F(i)1 < K und ist w  < K eine regulare Kardinalzahl, 
so ist F = U (G / G C F kritisch A ( G j < K). 
1.2. Das Kriterium 
DEFINITION. 1st F eine Familie, so sei 6’F = (G j G C F kritisch}. 
LEMMA 1.2.1. Ist 52 eine C-aufsteigende Kette von Elementen aus GjF , 
so besitzt $3 eine obere Schranke G E GjF . 
Beweis. Sei si eine C-aufsteigende Kette von Elementen aus QF . 
Wir definieren rekursiv eine echt aufsteigende Teilkette von si. Sei K, E 53 
und sei K0 fur ,B < 01 bereits definiert. Existiert ein Element K E 53 mit 
Q/3 < CLK@ $ K, so sei K, solch ein Element K. Anderenfalls sei K, 
undefiniert. Sei CX~ die kleinste Ordinalzahl, so da6 KtiO undefiniert ist. 
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Dann ist lJaCa, rC, = lJ si. Es reicht aus zu zeigen, da13 IA(u,+, K,) i .@ 
ist. 1st 01~ eine Vorgangerzahl, so hat R ein grol3tes Element und es ist 
nichts mehr zu beweisen. Sei daher 01~ eine Limeszahl. Fur p < CX,, sei 
fa E 1A(K,). Wir definieren rekursiv eine Folge (fo*)a<~O . Sei fO* = fO 
und sei fiir u < ,8 < IX,, fO* bereits definiert. 
FaZZ 1. /I = g + 1. Dann seif,” = (Lfa\& f Dbf,) u fC*. 
Full 2. Lim(@ Dann sei fs* = &afO*. Es ist f = ()a<a,fs* eine 
i.A. bzgl. UaCea, & . 
Wir wollen an dieser Stelle den Beweis fur die Existenz eines Kriteriums 
fur Familien mit hijchstens K,-vielen unendlichen Mitgliedern unter- 
brechen und die Bedeutung des Begriffes “kritisch” und die Bedeutung 
von Lemma 1.2.1 an dem klassischen Abbildungssatz Zion Banach 
demonstrieren: Sind A4, N Mengen, ist f eine injektive Abbildung von 
M in N und ist g eine injektive Abbildung von N in M, so existieren 
Partitionen (P, , PJ von M bzw. (SO, S,) von N mit Wbfr P, = SO 
und Wb g i’ S, = Pl . Zum Beweis dieses Satzes setzen wir fur m E M: 
Fe4 = LfWh falls in $ Wb g, 
= {f(m>, g-W)>, falls m E Wb g. 
Dann ist F = (F(m) j m EM) eine Familie. Nach Lemma 1.2.1 existiert 
eine maximal kritische Subfamilie G von F. Es sei P, = Db G, Pl = M\P, , 
SO = Wbf j’ Db G und S, = N\S, . Da G kritisch ist, muB Wb g r S, 
eine Teilmenge von P, sein. Angenommen, es existiert ein Element 
x E P,\Wb g p 5’, . 1st x E Wb g, so mu13 nach Annahme x E Wb g r SO 
sein. Also ist G u {(x, F(x))) eine kritische Subfamilie von F im Wider- 
spruch zur MaximalitBt von G. Daher ist P, C Wb g r S, und insgesamt 
ist P1 = Wb g r S, . Damit ist der Banach’sche Abbildungssatz bewiesen. 
DEFINITION. Eine Familie F heiBt K-Fumilie, falls 
--,3G _C F3i E Db I;\Db G (F(i) C U Wb G A G kritisch). 
LEMMA 1.2.2. Ist Kern F = m, so ist F eine K-Familie. 
DEFINITION. Sei G CF. Dann sei 
FG = (F(i)\U Wb G 1 i E Db F\Db G A F(i) $ U Wb G). 
LEMMA 1.2.3. Sei F eine Familie und G C F eine maxi,maZ kritische 
Subfamilie. Dann ist Kern Fo = % undfolglich ist FG eine K-Familie. 
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LEMMA 1.2.4. Sei F eine K-Familie und G eine kritische Subfamilie 
van F. Dunn ist Db FG = Db F\Db G. 
DEFINITION. Sei j E Db F und a E F(j). Dann sei 
F(j, 4 = VW\14 I i E Db F\W). 
LEMMA 1.2.5. Ist Kern F = 0, j E Db F und a E F(j), so ist F(j, a) 
eine K-Familie. 
Beweis. Wegen Kern F = m ist fur jedes Element i E Db F\(j) such 
F(j, a)(i) # m. Also ist F(j, a) eine Familie. Angenommen, F(j, a) ist 
keine K-Familie. Dann existiert eine kritische Subfamilie G _C F(j, a) 
und ein Element i E Db F(j, a)\Db G mit (*) F(j, a)(i) _C u Wb G. Sei 
H = F r Db G u {i}. Wir wollen beweisen, da13 IA(H) # m ist. Wegen 
IA(G) + @ ist IA(H r Db G) # izr. Angenommen, F(i) C n {Wbfi 
f E IA(H r Db G)). Nach dem Hauptsatz ist fl (Wbf/fE I&H r Db G)} = 
u Wb Kern H P Db G. Also hat F eine nichtleere kritische Subfamilie. 
Widerspruch! Daher ist F(i) g n {Wb f 1 f E IA(H r Db G)) und folglich 
ist IA(H) # m. Sei f E IA(fQ. 1st a $ Wb f, so ergibt sich sofort ein 
Widerspruch zu (*). Daher ist a E n {Wb f 1 f E IA(H)) = lJ Wb Kern H 
(Hauptsatz). Dies ist ein Widerspruch, denn F besitzt keine nichtleere 
kritische Subfamilie. 
SATZ 1.2.6. Ist F = (F(i) j i E I) eine Familie mit hBchstens K,-vielen 
unendlichen Mitgliedern, so gilt: 
IA(F) # @ o Fist eine K-Familie. 
Beweis. Die Richtung “3” ist trivial. Sei F eine K-Familie. 0.B.d.A. 
(aber unter Verwendung des Auswahlaxioms) sei Db F so wohlgeordnet, 
da13 die Indizes der unendlichen Mitglieder von F ein Anfangsstiick < o 
der Wohlordnung sind. Sei 01 der Ordnungstyp dieser Wohlordnung. 
Durch Rekursion iiber /3 < 9) < o! definieren wir Folgen (Ffl)a<, , (Ga)B<W ,
(ip)p<m-l und (u&+..~ wie folgt: Sei G, eine maximal kritische Subfamilie 
von F (existiert nach Lemma 1.2.1) und sei F” = Fc, . Nach Lemma 1.2.3 
ist Kern F” = CT. Fur u < /!I seien die Familien F” und G, bereits definiert 
und sei Kern F”= ET. 1st n (Db F* / CT < p> = 0, so sei 9 = p. Sei 
(1{DbF”ja<P}f m. 
FaZZ 1. p = CT + 1. Sei i, die kleinste Ordinalzahl aus Db F” und sei 
a, E FO(i,). Sei H” = F”(i, , a,). Nach Lemma 1.2.5 ist H*eine K-Familie. 
Sei G,,, eine maximal kritische Subfamilie von Ho und F”+l = Hzo+, . 
Nach Lemma 1.2.3 ist F”fl eine K-Familie mit Kern F”+l = @ . Nach 
Lemma 1.2.4 ist Db F”+l = Db H”\Db G,,, . 
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Fall 2. Lim@). Sei la = n {Db F”I CT < p} und sei fur i E 1, die 
Funktion Ho definiert durch HB(i) = F(i)\(uoCp u Wb G, U (a, I CT < p}). 
Wir wollen beweisen, da13 HB eine K-Familie ist. Angenommen, es existiert 
ein i E IB mit HB(i) = o. Es ist F(i) eine endliche Menge. Also existiert 
ein CT < p mit F”(i) = m. Widerspruch! Also ist H% eine Familie. 
Angenommen, es existiert eine kritische Subfamilie G C Ho und ein 
Element i E I,\Db G mit Ha(i) C u Wb G. Da H@ nur endliche Mitglieder 
besitzt, existiert nach Korollar 1.1.3 bereits eine endliche kritische 
Subfamilie G’ C G C HP mit Ho(i) C u Wb G’. Da aul3erdem F r 1, nur 
aus endlichen Mitgliedern besteht, existiert ein CT < /I mit F”(i) = HB(i) 
und G’ ist eine kritische Subfamilie von F”. Dann ist aber F” keine 
K-Familie. Widerspruch! Also ist Hfl eine K-Familie. Sei Ga eine maximal 
kritische Subfamilie von H6 und F% = H& . Dann ist nach Lemma 1.2.3 
Kern FB = @ und nach Lemma 1.2.4 ist Db F% = Db H#\Db GB . 
Sei g, E U(G,) fur /I < v. Dann ist U {g, 1 p < y} u {(is, a,) 1 p < q~} 
eine i.A. bzgl. F. 
KOROLLAR 1.2.7 (M. Hall). Zst F = (F(i) 1 i E I) eine Familie mit 
lauter endlichen Mitgliedern, so gilt: 
Der Beweis ergibt sich aus dem Korollar 1.1.3 und aus Satz 1.2.6. 
1.3. Eine Anwendung 
Podewski’s Sitzenbleiberproblem ist folgende Frage: Sei F eine Familie 
und nehmen wir an, da13 zu jeder Kardinalzahl K < X, (X f p + 1) 
eine i.A. g bzgl. F existiert mit 1 U Wb F\Wb g 1 > K. Existiert dann eine 
i.A. g mit j lJ Wb F\Wb g / > K,? Zunachst bewies M. Ziegler fur 
Familien mit lauter endlichen Mitgliedern und h = 0, dalj solch eine i.A. 
g existiert. Spater gab Kaluza [lo] eine positive Antwort fur abzahlbare 
Familien mit abzdhlbaren Mitgliedern. Eine Liisung des Sitzenbleiber- 
problems fur beliebige Familien gab ktirzlich Ziegler [25]. In diesem 
Abschnitt beweisen wir das Resultat von Kaluza mit Hilfe von Satz 1.2.6. 
LEMMA 1.3.1. Sei G eine kritische Familie und k E Db G. Dann ist 
{i E Db G / G(i) = G(k)} eine endliche Menge. 
Beweis. Sei f E IA(G). Angenommen, die Menge {i E Db G I G(i) = G(k)) 
ist eine unendliche Menge. Sei (iJnEW eine Injektion von w  in 
(i E Db G I G(i) = G(k)). Dann ist 
h = (f\{& , f(Q) I n E 4) u ((in, f(L+d I n E 4 
eine i.A. bzgl. G mit f (i,,) $ Wb h. Widerspruch! 
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SATZ 1.3.2 (Kaluza [lo]). Ist F eine Familie mit hiichstens K,-vielen 
unendlichen Mitgliedern und existiert zu jeder natiirlichen Zahl n E o 
eine i.A. f bzgl. F mit n < 1 u Wb F\Wbf 1, so existiert eine i.A. g mit 
4, < I U WbF\Wbg I. 
Beweis. Sei M = u Wb F und J eine Menge mit folgenden Eigen- 
schaften: JnDbF= m und / Jl = K,. Sei F* =Fu{(j,M)ljEJ}. 
KGnnen wir IA # o beweisen, so folgt daraus die Behauptung. Nach 
Satz 1.2.6 reicht es aus zu zeigen, da13 F* eine K-Familie ist. Sei G _C F* 
eine nichtleere, kritische Subfamilie von F*. 
Beh. G _C F. Sei J’ = (i E Db G 1 i E J). Nach Lemma 1.3.1 ist J’ 
endlich. Angenommen, 0 < 1 J’ j = k. Nach Voraussetzung existiert 
eine i.A. f mit j lJ Wb F\Wbf 1 > k + 1. Also gibt es eine Abbildung 
gEZA(GrJ’)mitWbfP(DbG\J)nWbg= m.Seih=fP(DbG\J)ug. 
Dann ist h E IA(G) und Wb h g lJ Wb G. Widerspruch! Also ist J’ = CT. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. Sei i E Db F*\Db G. 1st i E Db F, 
so ist nach Satz 1.2.6 F(i) g U Wb G. Sei i E J. Nach Voraussetzung 
existiert eine Abbildung f~ IA(F) mit U Wb F\Wbf f 0. Sei 
a E U Wb F\Wbf. Dann ist a E F*(i) und a $ U Wb G. Also ist F* 
eine K-Familie. 
SATZ 1.3.3. Ist F eine Familie mit lauter endlichen Mitgliedern, 
ist IA(F) # @ und 52 eine C-aufsteigende Kette von Elementen aus 
6 = {S I 3f E IA(F) S C U Wb F\Wb f}, so ist U 52 aus G. 
Beweis. Sei JC Db F. Angenommen, I(U Wb F r J)\U 53 / < I J I. 
Da lJ Wb F r J endlich ist, existiert bereits eine Menge K E Ji mit 
I( lJ Wb F P J)\K I < I J I. Widerspruch! Nach Korollar 1.2.7 besitzt 
cb~F= (IF(O\U fi I iEDbFr\F(i)g US) eine i.A. und es ist Db F = 
“%. Also ist lJ52~6. 
2. ANDERE KRITERIEN 
Sei F = (F(i) / i E Z) eine Familie, sei I0 C Z mit Z\ZO endlich und sei 
i E I, genau dann, wenn F(i) endlich ist. Sei E = U Wb F und sei 
Q!(F) = (A _C E [ VJ C I, I J I < I(U Wb F r J)\A I}. Dann gilt: 
SATZ 2.1 (McCarthy [5]). Es ist IA(F) # m genau dann, wenn 
(1) 4 E G(F) und 
(2) VAEC(F)VK_CZ\Z,(~KI = jAl + 1 * UWbFrKgAu 
UWbFi”J{JC&I I Jl = I(UWbFl’J)\A!D. 
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Beweis. ” * .” Sei IA(F) # 0. Es ist Bd. (1) erftillt. Sei A E 6(F) und 
K Cl\&, mit 1 K 1 = j A j + 1. Sei F’ = (F(i)\A 1 i E I,). Es ist Kern F 
kritisch und nach Korollar 1.1.3 ist 
Sei J := Db Kern F’. Angenommen, lJ Wb F I‘ KC A u lJ Wb Kern F’. 
Sei S = U Wb F r J\Wbfr J fur ein f E IA(F I‘ (J u K)). Dann ist nach 
Satz 1.3.3, Lemma5.3.2undnachSatz 5.3.7, /S/ < 1 An IJWbFr JI. 
(Lemma 5.3.2 und Satz 5.3.7 aus der Arbeit “Ergebnisse aus der Trans- 
versalentheorie II.“) Wegen {f(k) # S 1 k E K} C A\U Wb F r J ist 
1 WbfP K j = j K I < j A I. Widerspruch! 
“+.” Beweis durch Induktion iiber 1 I\&, I. 0.B.d.A. sei 1\1, = n. Fur 
n = 0 ist der Induktionsanfang wegen der Hall’schen Bedingung C$ E C!?(F) 
(Korollar 1.2.7) trivial, Sei daher die Behauptung richtig fiir y1 und sei F 
eine Familie mit I\& = n + 1, die den Bdn. (l), (2) gentigt. Nach Ind. 
vor. ist IA(F r I\{O]) f m. Angenommen, 
F(0) _C 0 {Wbf I f E IA(F r I\(O))) = u Wb Kern F p I\(O) = u Wb G 
mit G = Kern F i’ (I\(O)). 
Sei f E IA(F i’I\{O}) und sei fiir i E Db G\{l,..., n} 
G*(i) = F(i)\Wbfr {i E Db G 1 i E (l,..., n>}. 
Die Familie G* ist eine kritische Familie mit lauter endlichen Mitgliedern. 
Sei A = Wbfr {i E Db G I i E (l,..., n>} und sei 
Dann ist I K 1 = I A / + 1, A E C?(F) und mit Hilfe von Korollar 1.1.3 
ergibt sich 
UWbFrK_cAUUWbFrU{J~I,/IJj = IUWbFrJ\A/}. 
Widerspruch! 
1st I 1\1, I = 1, so ergibt sich als Spezialfall: 
KOROLLAR 2.2 (Jung und Rado [20]). 1st F = (F(i) 1 i f I) eine 
Familie, die genau ein unendliches Mitglied F(i,) besitzt, so gilt: IA(F) # o 
genau dann, wenn 
(1) VJCI\{i,,} / J/ < I lJ WbFr JI und 
(2) F(i,,J$ UWbFP UiJCI\G,) I I Jl = I UWbFt’JO. 
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In dem folgenden Satz formulieren wir ein Kriterium von J. Folkman 
fur Familien mit endlich vielen unendlichen Mitgliedern. Fur Familien mit 
unendlich vielen unendlichen Mitgliedern versagt dieses Kriterium. Sei 
F ==‘(F(i) / i E I) eine Familie, sei I, C I mit I\&, endlich und sei i E I,, 
genau dann, wenn F(i) endlich ist. Dann gilt: 
KATZ 2.3 (Folkman [7]). 
IA(F) # 0 +VKVJV~E~(KCJCIA 1 UWbFrJ\UWbF/‘Kj 
<K,r\jJ\Kj3u+/UWbFrJ\UWbFrK[ 
* ~SEP,(K)VT(SCTCK=-~+ ] T[ < 1 UWbFr 5’1)). 
Beweis. ” 3” (Folkman). Sei fe IA(F), sei KC J 5 I, [ u Wb F p 
J\UWbFPK[ endlich und YGW mit jJ\KI >,r+iUWbFrJ\ 
lJ Wb F i’ K /. Es ist Wbfr J\K C U Wb F i’ J\K. Auf Grund der Eindeutig- 
keit von f gilt: 
r+]uWbFrJ\uWbFrK/<IJ\Kj 
= \WbfrJ\K] = I(WbfrJ\K)n(uWbFrK)/ 
+ l(Wb.0’ J\K) (7 <U Wb F r J\U Wb P I’ K)l 
<I(WbfPJ\K)nUWbFr-Kl+IuWbFt’J\(jWbFrKl. 
Da I u Wb F r J\U Wb F P K / nach Voraussetzung endhch ist, folgt 
r<]WbfrJ\KnUWbFrK].SeiXCWbfrJ\KnUWbFrKund 
/ X j = Y. Zu jedem x E: X wlhle man einen Index i, E K aus mit x E F(i,). 
SeiS=(i,)xEX}.DannistSCK,)Sj <IX] =rundX_ClJWbFrS. 
Sei T eine Menge mit SCTCK. Es ist XnWbfrTCWbfpJ\Kn 
Wb f r T = @ und folglich ist XC lJ Wb F r T\Wb f P T. Daher ist 
t+lT!=IXl+IWbfrTl~lUWbFrT\WbfrT/+lWbfrTj= 
IUWbF[‘Tl. 
“e.” Beweis durch Induktion fiber / 1\1, /. 0.B.d.A. sei 1\1,, = n. 
Induktionsanfang n = 0. Angenommen, F besitzt keine i.A. Nach 
Hall (Korollar 1.2.7) existiert eine endliche Teilmenge L von I mit 
IA(F r L) = o. Nach Satz 1.2.6 existiert eine Menge KC L und ein 
Element Z,EL\K mit F(Z,,)CUWbFi’K und IKI = lJWbFj’K]. 
DannistmitJ=KU{&)jJ\K( = 1 + (UWbFj’J\UWbFPK( = 1. 
Sei SC K. Zu S gibt es eine Menge T mit S C T C K, ngmlich K, die 
folgende Ungleichung erftillt: I lJ Wb F r T j < 1 + 1 T 1. 
InduktionsschZu$‘. Angenommen, die Behauptung ist richtig fur 
Familien mit n vielen unendlichen Mitgliedern. Sei F eine Familie mit 
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I\& = 12 + 1, die der Bedingung aus Satz 2.3 geniigt. Angenommen, 
U(F) = m . Nach Induktionsvoraussetzung ist IA(F i’ I\(O)) + o. Also 
ist F(0) C 0 {Wbf / f E IA(F P I\(O))} = U Wb Kern F P I\(O) = u Wb G 
(Hauptsatz). In G kommen alle Familienmitglieder F(i) fur i E {I,..., n} 
vor, da sonst iiber die Induktionsvoraussetzung ein Widerspruch entsteht. 
Sei f eine i.A. bzgl. G und sei fur 
i E Db G\{l,..., 4 G*(i) = W)\MA lj E {L..., 49. 
Die Familie G* ist eine kritische Familie von endlichen Mitgliedern. 
Nach Korollar 1.1.3 ist G* gleich der Vereinigung aller endlichen, 
kritischen Subfamilien von G*. Daher existiert zu jeder endlichen Sub- 
familie H* C G* eine endliche, kritische Subfamilie K* mit H* C K* C G*. 
Sei 1 = I{f(i) 1 iE{l,..., n)}nlJWbFrDbG*I und J= DbGu{O} 
undK=DbG*.luWbFrJ\UWbFPK/=n-Zimpliziert/J\KI= 
~+~=(Z+~)+~UW~F~J\~JW~FPK~.S~~SEP,(K).ZUG*~S 
existiert eine endliche, kritische Subfamilie H* C G* mit G* r S C H*. 
Dann ist mit T=DbH* such SCTCK und IUWbFrTI < 
(I + 1) + I T j. Widerspruch! 
In dem folgenden Abschnitt beweisen wir ein hinreichendes, aber nicht 
notwendiges Kriterium fur abzahlbare Familien. 
Ist F = (F(i) j i E 1) eine Familie, so sei 
Bd. (1): VJCI] Jl < j U WbFr JI. 
Bd. (2): Vyjiw E I( y E F(i) * IG E I I Y ~Kd1i < I W>l>. 
LEMMA 2.4. Bd. (2) impliziert Bd. (1). 
Der Beweis wird dem Leser iiberlassen. 
LEMMA 2.5. Es sei F = (F(i) I i E I) eine Familie, die der Bd. (2) 
geniigt. Weiter sei KC I, fK eine i.A. bzgl. F r K und i,, E I\K mit F(i,,) 
unendlich und Vi E I\(K U {i,))(j F(i)1 < X,). Besitzt F r (I\{&}) eine i.A. 
g mit fK C g, so besitzt such F eine i.A. f mit fK C$ 
Beweis. Da F nur endlich viele unendliche Mitglieder besitzt und der 
Bd. (2) gentigt, ist I{i E 11 x E F(i)}/ < N, fur jedes Element x E lJ Wb F. 
Also ist 
t = 1 Uf 86 4 I x E FGN 1 
K 
eine endliche Kardinalzahl. Da F(io) unendlich ist, sei B eine Teilmenge 
von F(i,)\Wbf, mit t < 1 B I. Wir setzen voraus, daD F r (I\(&]) eine i.A. 
g besitzt mit fK C g. 1st F*(i) = F(i)\Wb fK fur i E I\(K u ii,,}), so besitzt 
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F* = (F*(i) 1 i EI\(K u {i,})) eine i.A. Existiert eine i.A. f* bzgl. F* 
mit B\Wbf* + 0, so ist Lemma 2.5 bewiesen. Angenommen, 
B C (I (Wbf * 1 f * E IA(F Nach dem Hauptsatz, Teil (b), existiert 
eine endliche, kritische Subfamilie G* von F* mit B C u Wb G*. Es sei 
J=DbG* und M= lJWbG*. Fur jedes Element j E J ist F(j) C 
A4 u Wb fK . 1st 
so ist K(j, 4 j E J * x E W) n WbfKll = CL I WN - N. 
Nach der Bd. (2) und wegen j J I = 1 M / ist 
denn es ist i, 6 J und B C F(i,). Also ist t b (CjEJ I F(j)l) - n 3 i B / > t. 
Widerspruch! 
SATZ 2.6 (Bollobas und Mimer [I], Shelah [21]). Geniigt eine abziihl- 
bare Familie F = (F(i) / i E I) der Bd. (2), so besitzt F eine injektive Auswahl- 
funktion. 
Beweis. Sei I, = {i EI 1 I F(i)1 3 K,} und I1 = I\& . 0.B.d.A. sei I, 
unendlich, da wir sonst die Familie F durch geignete N,-viele unendliche 
Mitglieder erweitern kiinnen. Sei I, = (i, 1 n E w}. Nach Lemma 2.4 
und nach dem Satz von Hall besitzt F r I1 eine injektive Auswahlfunktion. 
Wir definieren rekursiv eine Folge (&). Nach Lemma 2.5 existiert eine i.A. 
f0 bzgl. F r (Jr u {i,}). Sei fn E IA(F r (I1 u {is 1 s < n>)) bereits definiert. 
Nach Lemma 2.5 existiert ein i.A. fn+1 bzgl. F r (I, U (is I s < n + l}) 
mitf, r (4 I s < n> Cfn+l r (4 I s < n + 1). Es istf = Lw CL r (4 I J’ G 4) 
eine i.A. bzgl. F P I, . Sei I;” = (F(i)\Wbf I i E 1,). Es ist I;* eine Funktion 
mit lauter endlichen Mitgliedern. 
Sei J C Jr . Es existiert eine Zahl n E w  mit 
u WbFr Jn Wbf = u WbFr Jn {f(i& ,..., f(in-l)}. 
Es istf,-, eine i.A. bzgl. F p (I, u {iO ,..., i,-l>), also ist / J / < / u Wb F i’ J\ 
M&..Y&-3’1 und folglich ist j J / < I U Wb F r J\Wb f /. Also ist 
* 
Milner und Shelah haben in [12] einen Satz bewiesen, der Bhnlich dem 
Hall’schen Satz ein “lokal-global” Satz ist. 
1st F = (F(i) I i E 1) eine Familie, so sei FE D, genau dann, wenn F 
den folgenden Bedingungen geniigt: (1) Vi E I(1 F(i)] < N,) und (2) 
Iii E I I I F(i) 3 %>I < & . 
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SATZ 2.7 (Mimer and Shelah [12]). Ist F;E D, , so ist IA(F) + o 
genau dam, wenn 
VF’CF(lF’j <K, *IA f a) 
gilt. 
In dem folgenden Absatz sol1 ein Kriterium dargestellt werden, das 
von Damerell und Milner [6] bewiesen wurde. Betrachten wir zunachst 
folgendes Beispiel: Sei F(0) = w und F(n) = (72 - l> fur I < n < w. 
Dann gentigt 
(*> F = (F(n) j n E co) 
der Hall’schen Bedingung (Bd. (l)), besitzt aber keine injektive Auswahl- 
funktion, denn F r (w\(O)) ist eine kritische Subfamilie von F und 
F(O) C U Wb F r (w\(O)). Wir wollen obiges Beispiel 6) benutzen, urn die 
grundlegende Idee des folgenden Kriteriums zu erlautern, die auf Nash- 
Williams [15] zuriickgeht. Zunachst beniitigen wir etwas Terminologie 
und Notation. 1st Z die Menge der ganzen Zahlen und sind co, --oo 
zwei verschiedene Elemente, die nicht aus Z sind, so sei Z = Z u (- co, co}. 
Der Betrag I/ A 11 einer Menge A ist die Kardinalitdt j A / von A, falls A 
endlich ist und ist co, falls A unendlich ist. Die Summe von en’dlich vielen 
“Zahlen” z0 ,..., z,-~ E Z wird wie folgt definiert: 
2 zi = 2 z* ’ falls Vi E n zi E Z, 
= M, falls 3iEn zi = co, 
= -a 9 falls Vi E n (zi f 03) h 3i E 72 (zi = -- 03) 
Die Dzreevenz z,, - z1 zweier Zahlen aus Z ist die Summe lder Zahlen 
z, und -z,. 1st F= (F(i)1 iEI), E = U WbF und XCE, so sei 
D(X) = {i E I I F(i) C X}. Wir setzen m,(X) = Ij X Ij - I/ 0(X)/l fur XL E. 
Dieser Ausdruck hat nach der Definition der Differenz such dann einen 
Sinn, wenn j/ X/I = co = I] D(X)jl ist. Denn co - co ist gleich co. Motiviert 
wird diese Definition durch die Existenz von Mengen A, B mit A _C B, 
II A II = a = II B II und II B\A II = co. Die Half’sche Bedingung (Bd. (1)) 
ist aquivalent zu der Aussage: 
VXCE (0 d f%(m). 
Nehmen wir einmal an, da13 eine i.A.fbzgl. F r D(X) existiert. Dann steckt 
hinter der Definition von m, die Idee, die maximale Anzahl von Elementen 
aus X anzugeben, die mijglicherweise fur eine Fortsetzung g der Funktion 
f als Werte fur g zur Verfiigung stehen. Auf Grund der Definition 
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co - co = cc ist dieses Marj m, noch sehr grob. Setzen wir in dem 
Beispiel (*) X = w\(O), so ist D(X) = w\{O, I} und m,(X) = I/ w\{O}li - 
11 w\(O, l}il = co - co = co. Andererseits steht kein Element aus X 
mehr zur Verfiigung. Daher mu13 die MaBfunktion m,(X) durch weitere 
MaBfunktionen m,,(X) > ml(X) > m,(X) 2 **a verbessert werden. 
Dies sol1 in dem folgenden Abschnitt geschehen. Eine Folge (T&., 
heiBt ein Turm auf X, falls T, C T1 C T2 C ... und lJnsw T, = X ist. 
@ bezeichne im folgenden Absatz immer eine Abbildung von P(E) in 
Z mit E = u Wb F. Fiir X C E sei 5(X, @) die Menge der Ti.irme (T&EW 
auf X mit V’n E w(@(T,) = C&T,) < a). Es sei C&T) = @(T,,) fur jeden 
Turm T = (T,),,, aus 3(X, @). 1st T = (Tn)new ein Turm auf X, so sei 
d(T) = /I O(X)\!J,,, D(T,)II. Wir definieren nach Nash-Williams [15] 
die MaBfunktionen m, durch transfinite Rekursion. Es sei F = (F(i) I i E I) 
eine Familie, E = U Wb Fund XC E. Dann sei m,(X) = 11 XI/ - 11 0(X)11. 
Fur p < 01 sei die Funktion mp bereits definiert. 1st 01 eine Limeszahl, 
so sei m,(X) = infpCa mp(X). Ist 01 = p + 1, so sei 
m,(X) = inf{4dT) - d(T) I T E 5W, m&, falls 3(X, ms) # ,@ und 
m,(X) = 00, falls 8(X, mO) = ia ist. 
Zum besseren Verstandnis wollen wir den Schritt von m, auf m, verfolgen. 
Es sei T = (T,),,, ein Turm aus 5(X, m,J. Dann ist m,(T,) = mo(To) < co 
fur jedes n E w. Daher ist T, fur jedes N E w eine endliche Menge. 1st f eine 
i.A. bzgl. F, so ist die Anzahl / T,\Wbf j der Sitzenbleiber aus T, bzgl. 
f hijchstens h,(T). Fur jedes Element i E D(X)\&,, D(T,J ist F(i) _C X 
und ‘dn E w(F(i) $ T,). Also ist die Anzahl der Sitzenbleiber aus X bzgl. 
f hochstens h,(T) - d(T). 
Man sieht leicht ein, da13 
m,(X) > ml(X) b mdX> 3 -.* 
gilt, so dal3 sich die MaBfunktionen in der Abschatzung der moglichen 
Sitzenbleiber fi.ir griil3er werdende Indizes stdndig verbessern. 
SATZ 2.8 (Damerell and Milner [6]). Ist F eine abzSihlbare Familie, 
so besitzt F genau dann eine injektive Auswahlfunktion, wenn 0 < m,,(X) 
fiir jede Teilmenge X von U Wb F ist. 
In modifizierter Form wird dieser Satz such in [16] bewiesen. 
Kehren wir nun zu dem Beispiel (*) zurtick. Wahlen wir X = w und 
setzen wir T, = (O,..., IZ - l} fur n E W. Dann ist T = (T,),,, ein Turm 
auf w und h,,(T) = 0. Wegen d(T) = 1 ist m,(w) < - 1. 
Ftir die sich anschlieaenden oberlegungen beniitigen wir folgendes 
Lemma, das man durch transfinite Rekursion beweist. 
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LEMMA 2.9 ([6]). Ist a eine Ordinalzuhl und m,(X) < w, so ist 
/XI <%I. 
Die Familie 
(**I F = (a 1 w < a: < q) 
besitzt keine nichtleere kritische Subfamilie. Fur jede Menge XC E = 
U Wb F ist r-q,,(X) 2 0. Denn ist K, < / X 1, so folgt q,(X) = cc aus 
Lemma 2.9. 1st / X j < N, , so ist F r D(X) abzahlbar, und da jede 
abzahlbare Familie von unendlichen Mitgliedern eine injektive Auswahl- 
funktion besitzt, ist nach Satz 2.8, 0 < m,,(X). Das Beispiel (++) gentigt 
also der Bedingung aus Satz 1.2.6 wie such der Bedingung aus Satz 2.8. 
Es ist bekannt, da13 die Familie (*+) keine injektive Auswahlfunktion 
besitzt. Daher spielt das Beispiel (**) fur die SBtze 1.2.6 und 2.8 dieselbe 
Rolle, die das Beispiel (+) fur das Hall’sche Kriterium spielt. 
3. MAXIMAL REPR.&ENTIERBARE SUBFAMILIEN 
Ein grol3er Teil der in diesem Kapitel aufgeftihrten Resultate wurde 
zusammen mit Podewski in [17, 181 verijffentlicht. 
3.1. Der Reprtisentationssatz 
1st M eine Subfamilie der Familie F, so heil3t Mmaximal repriisentierbar, 
falls IA(M) # o und VH _C F (M$ H +- IA(H) = ~5). In diesem 
Abschnitt wollen wir beweisen, da13 zu jeder maximal reprasentierbaren 
Subfamilie MC F eine maximal kritische Subfamilie G _C F existiert 
mit M = (F\Kern F) u G. 
LEMMA 3.1.1. Sei M eine maximal repriisentierbare Subfamilie der 
Familie F. Dann existiert eine maximal kritische Subfamilie G _C F mit 
FpDbGuDbF, = M. 
Beweis. Wegen IA(M) # o ist G := Kern M die gri%te kritische 
Subfamilie von M. Sei i E Db F\Db M. M ist maximal reprasentierbar, 
also ist nach dem Hauptsatz F(i) C n {Wb f 1 f E IA(M)} = 
lJ Wb Kern M = lJ Wb G. Also ist G eine maximal kritische Subfamilie 
von F. 
Beh. M = F r Db G U Db FG . Sei i E Db M\Db G. Wegen IA(M) # ia 
istF(i)glJWbG.AlsoistiEDbF,.DaheristMCFI‘DbGuDbFG. 
Angenommen, M $ F t’ Db G U Db FG . Sei i E Db FG\Db M. Dann ist 
F(i) g lJ Wb G. Sei a ein Element aus F(i)\U Wb G. Auf Grund der 
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Maximalitat von A4 ist a E n {Wb f j f E IA( = l-l Wb Kern M = 
u Wb G. Widerspruch! Also ist M = F r Db G u Db FG . 
LEMMA 3.1.2. Sei G eine maximal kritische Subfumilie van F. Dann 
gilt: 
UWbG== UWbKernF. 
Beweis. Offensichtlich ist die Inklusion “C” giiltig. Daher reicht es 
aus zu beweisen, dab fur jede kritische Subfamilie G* gilt lJ Wb G* C 
u Wb G. Sei g E IA und J = (i E Db G* j g(i) # U Wb G}. 1st 
f e IA(G), so ist fu g /’ J aus IA(G u F r J). Sei h E IA(G u F i’ J). Da G 
kritischist,istWbhrDbG=lJWbG.AlsoistWbhrJnUWbG= m. 
Angenommen, es esixtiert ein Element x E U Wb F r J\Wb h. Dann ist 
g* = g r (Db G*\J) u h /‘J eine i.A. bzgl. G* mit x $ Wb g*. Wider- 
spruch! Also ist G u F r J kritisch. Auf Grund der Maximalitat von G 
istJ= m.DaheristlJWbG*=WbgClJWbG. 
Bemerkung. Lemma 3.1.2 ist ein Hauptresultat von Brualdi und 
Mason [3, Theorem 3.21). Erst nach Fertigstellung der Arbeiten [17, 181 
haben wir ihre Ergebnisse kennengelernt. 
LEMMA 3.1.3 (Austauschlemma). 1st F = (F(i) 1 i E I) eine Familie, 
ist F(i,,) C lJ Wb F p K mit i, E I\K und ist F p K kritisch, so existiert ein 
Element k, E K mit der Eigenschaft, daj F /’ (K\(k,}) u (i,} kritisch ist. 
Beweis. Sei h E IA(F r K), x E F(i,,) n Wb h und k, = h-l(x). Dann ist 
(h\{(k,, , x)>) u {(i, ) x)} eine i.A. bzgl. F p (K\{k,}) u {io). Sei 
.f~ I&F r (K\{k,}) u {&}). Wir definieren induktiv einen Zick-Zack (j,). 
Sei i,, = j, und sei j, E KU {io) bereits definiert. 1st j, = k, , so stoppen 
wir. 1st j, # k, , so setzen wir den ProzeD fort. Es ist lJ Wb F p (K\(k,}) u 
{i,,) C (J Wb F P K. Also ist f(jn) E U Wb F p K = Wb h. Sei j,,, = 
h-l( f(j,)) E K u {io). Die Folge (jn) ist endlich. Denn unter der Annahme, 
da13 der Prozel3 nicht abbricht, ist die Funktion 
eine i.A. bzgl. F r KU {i,,}. Widerspruch! Also ist die Folge (j,) endlich. 
Es gibt daher ein Element n,, E w  mit jeO = k, . Wir definieren eine i.A. 
g E I&F r K) durch 
g = (f\{(A ,fW> I n < no>> u {CL, KLJ) I 1 G n G no>. 
Es ist Wb f = Wb g = lJ Wb F p K. Wegen U Wb F r (K\{k,,}) u {i,,) C 
U Wb F r K ist Wb f = lJ Wb F 1 (K\{k,}) u {i,,}.Also ist F r (K\{k,)) u {i,} 
kritisch. 
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LEMMA 3.1.4. Ist F eine Familie, so ist Db FKernF. = Db(F\Kern F). 
Beweis. Nattirlich ist Db FK,,,, C Db(F\Kern F). Sei i aus 
Db F\Db FK,,,F . Sei G eine maximal kritische Subfamilie von F. Dann 
ist F(i) C U Wb Kern F = U Wb G (Lemma 3.1.2). Nach dem Aus- 
tauschlemma existiert ein Element k E Db G mit (G\{(k, F(k))))u{(i, F(i))} 
ist kritisch. Also ist i E Db Kern F. 
SATZ 3.1.5 (Reprlsentationssatz). Sei F eine Famiiie und M C F eine 
maximal repriisentierbare Subfamilie von F. Dunn existiert eine maximal 
kritische Subfamilie G von F mit M = (F\Kern F) u G. 
Beweis. Sei A4 eine maximal reprlsentierbare Subfamilie von F. Nach 
Lemma 3.1.1 existiert eine maximal kritische Subfamilie G von F mit 
M = F r Db G u Db Fc . Auf Grund von Lemma 3.1.2 ist FG = FK,,,, . 
Lemma 3.1.4 liefert das gewtinschte Resultat. 
KOROLLAR 3.1.6. Eine FamiIie F besitzt genau dann eine maximal 
repriisentierbare Subfamilie, wenn IA(FK,,,,) # o ist. 
Beweis. Besitzt F eine maximal reprdsentierbare Subfamilie M, so 
existiert nach Satz 3.1.5 eine maximal kritische Subfamilie G C F mit 
A4 = (F\Kern F) u G. Nach Lemma 3.1.2 ist IA(F,,,,,) f 0. 
Angenommen, FKe.nF besitzt eine i.A. Sei G eine maximal kritische 
Subfamilie von F und sei M = (F\Kern F) u G. Es ist IA(M) # M 
(Lemmata 3.1.2 und 3.1.4). Sei i E Db(F\M). Dann ist F(i) C U Wb G. 
Also ist M maximal reprasentierbar. 
KOROLLAR 3.1.7 (Reduktionstheorem). Sei F eine Familie, die eine 
maximal repriisentierbare Subfamilie besitzt. Dunn gilt: 
IA(F) + JZ -C-P IA(Kern F) f a:. 
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 3.1.4 und 
Korollar 3.1.6. 
KOROLLAR 3.1.8 (Brualdi und Scrimger [4]). Seien M1 , M, maximal 
repriisentierbare Subfamilien von F. Dunn existiert zu jeder i.A. fi E IA 
eine i.A. fi E IA mit Wb fi = Wb fi . 
Beweis. Nach Satz 3.1.5 existieren maximal kritische Subfamilien 
G, , G, von F mit Ml = (F\Kern F) u G, und M2 = (F\Kern F) u G2. 
Sei fi E IA( g, = fi j’ Db G, und h = f,\g, . Dann ist h E IA(FK,,,,) 
(Lemmata 3.1.2 und 3.1.4). Sei g, E IA( Nach Lemma 3.1.2 ist 
58za/zojz-5 
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Wb g, = Wb g, . Also ist fi = g, u h aus IA mit Wbfi = Wbfi . 
Durch Dualisierung [13, S. 351 ergibt sich aus Korollar 3.1.8: 
KOROLLAR 3.1.9 (Musky und Perfect [14]). Ist F eine Familie und 
sind E1, Ez maximale, partielle Transversalen bzgl. F, so existiert eine 
Subfamilie II C F mit E1 , E, E TR(H). 
DEFINITION. Sei G = (E, K) ein bipartiter Graph mit der Eckenmenge 
E C X u Y und der Kantenmenge KC X x Y. Eine Menge A C X hei& 
repriisentierbar, falls eine injektive AbbildungfC Kexistiert mit Dbf = A. 
Eine Eckenmenge S C E heil3t trennende Eckenmenge, falls fiir jede Kante 
k = (x, y) aus K gilt: x E S oder y E S. 
KOROLLAR 3.1.10 (Brualdi [2]). Sei G = (E, K) ein b@artiter Graph 
mit der Eckenmenge EC X u Y und der Kantenmenge KC X ?< Y. 
Angenommen, es existiert eine maximal repriisentierbare Menge A C X. 
Dann existiert eine injektive Abbildung f C K und eine trennende Ecken- 
menge S _C E, die genau eine Ecke aus jeder Kante aus f und nicht mehr 
Ecken enthiilt. 
Ist g C K irgendeine injektive Abbildung von einer maximal reprasentier- 
baren Menge B C X in Y, so enthtilt S ebenfalls aus jeder Kante aus g 
genau eine Ecke und nicht mehr Ecken. 
Beweis. Sei F={xcXI 3y(y~ YA (x,y)~K)} und sei F(x) = 
{ y E Y 1 (x, y) E K}. Es ist F = (F(x) 1 x E 1) eine Familie. Sei 
S = (Db F\Db Kern F) u IJ Wb Kern F. Dann hat S die gewiinschte 
Eigenschaft. 
DEFIXITION. Es sei d(F) = mini1 Db F\J 1 / J _C Db F A IA(Fr .I) # ,@} 
der Defekt von F. 
KOROLLAR 3.1.11. Besitzt die Familie F eine maximal reprtisentierbare 
Subfamilie und ist G irgendeine maximal kritische Subfamilie von F, so 
ist d(F) = /(Kern F)\G I. 
Beweis. 1st A4 eine maximal reprasentierbare Subfamilie, so 
existiert nach Satz 3.1.5 eine maximal kritische Subfamilie G mit 
A4 = (F\Kern F) u G. Daher ist d(F) < I(Kern F)\G I. Sei J eine Teil- 
menge von Db F mit IA(F j’ J) # m und j Db F\J I = d(F). Sei 
f E IA(F r J). Es geniigt j Db Kern F\Db G I < / Db Kern F\J j zu beweisen. 
Dazu definieren wir eine injektive Abbildung @ von (J n Db Kern F)\Db G 
in (Db G)\J. Sei g E IA(G). Nach Lemma 3.1.2 ist Wb g = U Wb Kern F. 
Also ist Wb(f r Db Kern F) C Wb g und folglich existiert zu jedem 
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Element a E: (J CT Db Kern P)\Db G eine endliche Folge (xi)+ mit 
x0 = ~1, xna E (Db G)\J und f(xJ = g(x{+J fur i < n, . AuDerdem ist 
xaG # xnb fur a f b. Sei @(a) = x,~ fur a E (J A Db Kern F)\Db 6. 
1st d(F) eine nattirliche Zahl, so besitzt F eine maximal reprasentierbare 
Subfamilie. Also gilt fur jede nattirliche Zahl d: F hat den Defekt d genau 
dann, wenn d = / Kern F\G 1 fiir irgendeine maximal kritische Subfamilie. 
Dies fiihrt zu der folgenden Frage: Besitzt F eine maximal reprasentierbare 
Subfamilie, falls d(F) < N,? Dies ist richtig, falls F < Qviele unendliche 
Mitglieder besitzt. Denn wir werden im ndchsten Abschnitt beweisen, 
daD eine Familie mit <&,-vielen unendlichen Mitgliedern generell eine 
maximal reprgsentierbare Subfamilie besitzt. 
3.2. Der Existenzsatz fiir Familien mit hijchstens X0-vielen unendlichen 
Mitgliedern 
LEMMA 3.2.1. Sei F eine Familie mit h6chstens Et,-vielen unendlichen 
Mitgliedern und G 2 F eine maximal kritische Subfamilie. Dann ist 
F p Db G u Db FG eine maximal repriisentierbare Subfamilie. 
Beweis. Nach Lemma 1.2.3 ist FG eine K-Familie. Nach Satz 1.2.6 
ist IA # m. Nach Definition von FG ist IA(F j’ Db G u Db Fc) # 0. 
Sei i E Db F\(Db G u Db E;;). Dann ist F(i) C U Wb G und i $ Db G. 
Also ist IA(F r Db G u Db F;; u (i)) = ia. Damit haben wir bewiesen, 
dab F I‘ Db G u Db FG maximal reprasentierbar ist. 
Aus Lemma 3.2.1 und Satz 3.1.5 ergibt sich: 
SATZ 3.2.2. Sei F eine Familie mit hb’chstens X0-vielen unendlichen 
Mitgliedern und sei G C F eine maximal kritische Subfamilie. Dunn ist 
(F\Kern F) u G eine maximal repriisentierbare Subfamilie. 
KOROLLAR 3.2.3. 1st F eine FamiIie mit h6chstens R,-vielen unendlichen 
Mitgliedern, so besitzt F eine maximal repriisentierbare Subfamilie. 
Beweis. Der Beweis ergibt sich aus Lemma 1.2.1 und Satz 3.2.2. 
Die Auswirkungen des Korollar 3.2.3 auf den vorhergehenden Para- 
graphen liegen auf der Hand und es sei dem Leser iiberlassen, diese n&her 
zu untersuchen. Korollar 3.2.3 zejgt, da13 jede abzahlbare Familie eine 
maximal reprasentierbare Subfamilie besitzt. Daher ist die folgende 
Frage naheliegend : Kann man jede Subfamilie H einer abzahlbaren 
Familie F mit IA(H) # ia zu einer maximal reprasentierbaren Subfamilie 
erweitern? Die Antwort ist nein. Sei 
F=((2n,(n))/nEW)u((2n+ 1,w)InEcu) und 
H = ((2n $ 1, co) I n E CO}. 
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H kann nicht zu einer maximal reprasentierbaren Subfamilie von F 
erweitert werden. Denn fur jede Subfamilie H’ 3 H gilt: IA # o u 
{n 1 (2~7, (n)) $ H’) unendlich. 
SATZ 3.2.4 (Brualdi und Scrimger 1141). Seien E und S irgendwelche 
Mengen und sei R eine Relation zwischen E und S. Sei 8 die Menge der 
repriisentierbaren Teilmengen von E bzgl. R. Sei f3 die Menge aller Teil- 
mengen X van S zu denen eine injektive Abbildung f C R derart existiert, 
daJ’ Dbf eine maximal repr&entierbare Teilmenge von E ist und 
X C S\Wb f ist. Dunn ist (E, 0) ein “Exchange System” und, falls 8 ein 
maximales Element besitzt, ist such (S, sj) ein “Exchange System.” 
Korollar 3.2.3 beweist, da13 (S, $5) ein “Exchange System” ist, falls 
z.B. I E 1 = K, ist. 
Aus Korollar 3.1.10 und Korollar 3.2.3 ergibt sich eine Verallge- 
meinerung des Satzes von D. Kiinig iiber bipartite Graphen: 1st 
G = (E, K) ein abzahlbarer, bipartiter Graph mit der Eckenmenge 
E C X U Y(X A Y = @) und der Kantenmenge K _C X x Y, so existiert 
eine trennende Eckenmenge S C E und es existiert eine Menge K* _C K 
von paarweise eckendisjunkten Kanten, so dab jede Ecke s E S auf einer 
Kante aus K* liegt und jede Kante aus K* genau ein Element aus S 
enthalt. 
P. Erdos fragt: 1st es wahr, dafi zu jedem Graphen (E, K) und zu je 
zwei disjunkten Teilmengen A, B von E eine A und B trennende Ecken- 
menge S L E (jeder Weg von A nach B enthglt eine Ecke aus S) existiert 
und eine Menge m von paarweise disjunkten Wegen von A nach B existiert, 
so da13 jede Ecke s ES auf einem Weg aus %3 liegt und jeder Weg aus L!B 
genau ein Element aus S enthalt. 
Obiger Satz besagt: 1st (E, K) ein abzahlbarer Graph, A irgendeine 
Teilmenge von E und B = E\A, so ist die Frage von ErdSs positiv zu 
beantworten. Weitere Resultate in dieser Richtung findet man in [19]. 
4. STRUKTURUNTERSUCHUNGEN AN KRITISCHEN FAMILIEN 
SATZ 4.1 (Ziegler [24]). Sei F eine Familie, IA(F) # ra und 6 = 
{G C F j G kritisch). Dann ist (8, n, U) ein vollstiindiger, distributiver 
Verband. 
Beweis. (1) 1st % L Q, so ist lJ 2 E 8. Denn sei x _C 6. Wegen 
IA(F) # o ist such IA(u #) f m. Angenommen, es existiert ein f aus 
fA(lJ %) mit u Wb(lJ %‘)\Wbf # m. Sei x E lJ Wb(lJ %)\Wbf und 
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x E lJ Wb G mit G E &‘. Dann ist x E u Wb G\WbCfr Db G) und folglich 
ist G nicht kritisch. Widerspruch! 
(2) 1st ia # 2 C 8, so ist n % E 6. Denn nach (1) ist u 6 
kritisch. Sei fg I&u 6). 1st fi 2 = o, so ist n 2 kritisch. Sei daher 
0 Z-P f m. Weiter sei x E lJ Wb(n 2). Angenommen, es existiert ein 
i aus Db(u H)\Db(n 2) mit f(i) = x. Dann gibt es ein Element G E Z 
mit (i, F(i)) $ G. Es ist f r Db G E IA(G). Da G kritisch ist, existiert ein 
Element j E Db G mit f(j) = X. Wegen i # j ist f nicht injektiv. Wider- 
spruch! Daher existiert zu jedem x E lJ Wb(n Z) ein i E Db(n 2) mit 
x = f(i), d.h. lJ Wb(r) 2) = Wb f r Db(n P). Angenommen, es 
existiert ein g E IA(n 2) mit U Wb(n &?)\Wb g f a. Dann ist 
12 = (frDbuB\Dbn#)ug 
aus IA(lJ 6) und U Wb(U Q)\Wb h # o. Widerspruch! 
DEFINITION. Sei (H, <) eine Halbordnung. (H, <) heist ketten- 
vollstiindig, falls jede Kette von Elementen aus H ein Supremum und ein 
Infimum in H besitzt. 
SATZ 4.2. Sei F eine Familie und 6 = {G C F 1 G kritisch). Dann 
ist (6, -C) kettenvollst&dig. 
Beweis. Sei 53 eine Kette von Elementen aus 6. Nach dem Beweis 
von Lemma 1.2.1 ist lJ Sz E 8. Sei RE 53 und f EIA(K). Dann ist 
fr Db 0 53 eine i.A. bzgl. 0 R. Nach Satz 4.1 ist n R kritisch und somit 
ein Infimum von St. 
Die leere Menge ist die kleinste kritische Subfamilie einer Familie. 
Interessant sind aber die minimalen Subfamilien aus der Menge 
{G _C F / G kritisch A G f m>. Hiertiber gibt der folgende Satz Auskunft. 
SATZ 4.3. Sei F eine Familie, TR(F) f 0 und x E n {T 1 T E TR(F)). 
Dann existiert eine eindeutig bestimmte, minimal kritische Subfamilie 
G”CFmitxEUWbG”. 
Beweis. Seien G, , G, minimal kritische Subfamilien mit x E U Wb G, n 
u Wb Gz . Wegen TR(F) # m ist G, U Gz kritische. Sei f E I&G, u G,) 
und i = f-‘(x). Angenommen, i E Db G,\Db G, . Da 6, kritisch ist und 
fr Db Gz aus IA ist, existiert ein Element j E Db Gz mit x = f(j). 
Also ist f nicht injektiv. Widerspruch! 
Ebenso beweist man: i $ Db G2\Db G1 . Daher ist i E Db G, n Db Gz . 
Folglich ist x E u Wb(G, n G2), Wegen TR(F) # @ ist G, ~1 G, kritisch 
(Satz 4.1). Auf Grund der Minimalitat von G1 , G2 ist G, = Gz . Daher 
ist G” eindeutig bestimmt. 
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Sei f E IA(F). Wie im Beweis zum Hauptsatz konstruiere man mit 
Hilfe von f die kritische Subfamilie Gx mit x E u Wb 6”. Sei G’ d G” eine 
kritische Subfamilie mit x E u Wb G’. Dann ist x E n {T 1 T E TR(G’)). 
Mit Hilfe vonf’ = f /’ Db G’ konstruiere man wie im Beweis zum Haupt- 
satz die kritische Subfamilie G, C G’. Wegen G, = Gx ist G’ = G”. Also 
ist Gx minimal. 
SATZ 4.4. Ist F eine Fumilie, G C F eine minimal kritische Subfamilie 
aus {GCFI G f % A Gkritisch) und ist xEUWbG, so ist G” = 6. 
Der Beweis des folgenden Satzes jst einfach und sei dem Leser tiber- 
lassen. 
SATZ 4.5. Ist F eine Fumilie mit Iauter unendlichen Mitgliedern, so 
ist F nicht kritisch. 
%&rag. Mimer und Shelah bewiesen, da8 Satz 2.6 fur beliebige Familien richtig 
ist; siehe E. C. Mimer und S. Shelah, Sufficiency conditions for the existence of trans- 
versals, Can. J. Mufh. 26 (1974), 948-961. S. Shelah bewies ein Kriterium, das u.a. 
auf Familien F mit j F / = K, und nur abzahlbaren Mitgliedern anwendbar ist ; siehe 
S. Shelah, “Notes on Partition Calculus, Infinite and Finite sets, Vol. III,” Colloquia 
Mathematics, Societatis Janos Bolyai 10, Amsterdam-London 1975, pp. 1257-1276. 
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